Rozdziat VII

Hipotezy wytezeniowe

Materiat konstrukcji w zabosci od warunkéw obeizenia mae sk
znajdow& w réznych stanach nagten. Na pocatku procesu, przy stosunkowo
niedwych obcgzeniach ldg to stany sprzyste, natomiast w miarwzrostu
obcigzen pojawia sie zaczm stany plastyczne, a w niektorych materiatach
zniszczenia kruche. W warunkach eksploatacji d&rse dopuszczalny poziom
napezen, ktéry nie powinien b§ przekroczony wadnym punkcie konstrukcji.
Najczsciej napezenia ogranicza sitak, by cala konstrukcja pracowata w
stanie spgzystym.

Opisane tu sytuacje wymagadwzorowania zkonego stanu nagtenia na
stan jednoosiowego roagania lub sciskania do czego sty hipotezy
wytezeniowe. Zlgony stan napgenia reprezentuje wowczas nggamnie
zredukowaneo, ., ktore powinno b§ mniejsze od napgenia dopuszczalnego

o, - utamka granicy plastyczgo R. lub granicy proporcjonalrioi R..

O'OZ% lub aoz%

gdzie:n- wspéltczynnik bezpiechstwa.

Przy okrdlaniu stanéw napgen w konstrukcjach ptowych w pierwszym
etapie dla danych ohgien zewrgtrznych poszukuje siprzekrojéw, w ktorych
wystapi najniekorzystniejsza kombinacja sit weMmznych. Nasipnie w
przekrojach tych poszukuje esinajbardziej wyzonych punktow. Do ich
okreslenia stosuje si hipotezy wyg¢zeniowe pozwalace na poréwnanie
zlozonego stanu nagten ze stanem jednoosiowym.

W projektowaniu najegciej wykorzystuje si hipotez Hubera — Misesa —
Hencky'ego (H-M—-H) — energii odksztalcenia postagigo oraz hipotez
najwickszego nagzenia stycznego Tresci — Guesta (T-G).

Hipotezy te maj posta

1
Oyed =ﬁ\/(011_022)2 "'(011_033)2 +(022_033)2 +6(0122_0123+0223) S0
g, — 0. g, — 0. g, —0.
eredzmax[| 12 2|, | 12 || 22 3|Jsao
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gdzie: ogy,,...,055- WspOlrzdne tensora nagtenia, 0,,0,,0,- napkzenia
gtéwne.

W obliczeniach praktycznych vme g przypadki wystpowania napgyzen
tnacych o, kiedy hipoteza H-M-H ma posta

30 <0, - ~30,<0,
oraz jednoczesnego wgpbwania nagzen normalnych oy, i tnacych o,
wowczas

2 2
w/Un+3013 <0,

ZADANIE 7.1.

Obliczy¢ potrzebne wymiary przekroju gibw z uwagi na nageenia tryce i
normalne dla ukladu prowego jak na rys. 7.1a wykonanego z materiatu

nieliniowo — spezystego(o = A" )

!
3 N $ %
a |
| I :
2a |
P | Xo
P T -
2a |
I |
a i
1 2 bt
/7777 | 777 a'a'a’a
fe———
Rys. 7.1a

Dane:P, I, A N, g
Szukanea = ?

Rozwigzanie:

W rozwaanym ukfadzie wyznaczamy reakcje podporowe i WyKregs.
7.1b)
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3 | 5 NP 3P Nid
= P =
s =
1 2 1 o] 1 7) ! =
777 77 777 777 7077 Z
fR=p  |R=P ™) @® )
Rys. 7.1b

Wymiar a nalezy obliczy¢ z uwagi na najniekorzystniejszy zestaw sit
wewretrznych. S4d do dalszych oblicze bierzemy wartéci momentéw
zginapcych, sit taicych i osiowych wysipujace w narau 3.

M.,=Pl, T .=P, N_, =P

max

Nastpnie obliczamy moment bezwtadioo rzgdu N+1 ze wzoru

I(N+1)=[ >} *dF
F

|
B4 % oW o™ r
I Y I === O === I : NN
F{c |Fs / a\
2a i
e 7 B
2a : ]
L Cl —
aj | gy M J
—
a'a'a'a
Rys. 7.1c

ObszarfF jest sum nastpujacych podobszarow

F=FOF,0FOF,

289



w zwigzku z czym, meemy skorzystéz zalenosci

DN +D= X = [+ [, ¢ X [,
F F F, Fy F,

Woéwczas

4a N+213a 43 N+2 _ oN+2
X = 37 =-2
N+2 2 -2 N+2( )

3a
_[ x5 dF, = 4a_[ x5 tdx, =
2a

51

N+1 e N+1 a N+272a al*? N+2 N+2
E';Xg dF, :';[dFs = a_J;a Xg OXg :—N +2[X3 —2a = N+2 @ -2")
-2a N+3
4a - 4a
N+ldF :4 N+ld - N+2q-2a - _2 N+2 _ _3 N+2
|5[X3 4 a_J;axs X3 N2 X3 "]-za N +2[( ) =31
A zatem
4" N+2 _ oN+2 2aM"*? N+2 N+2
JIN+])=—-—-3" -2 +——[27" = (-2 +
(N+D =" Jre 2 ()"
4aN"? N+2 N+2 al'*s N+2 N+2
+ -3 — (-2 =— [4[@B """ -42" " +
e N B L
+2|IN+2 _ZH_Z)N+2+4H_3)N+2 _4H_2)N+2] -
2&N+3 N+2 N+2 N+2
= 1- (-1 23" -2
(D )

Do wyliczenia wymiaréw przekroju konieczna jest jpmaos¢ napezen
normalnych i stycznych w najbardziej wyonym punkcie przekroju 3. W
analizowanym zadaniu punktem tym jest pu@kt

Dla punktuC wyliczamy wielkaci napgzen normalnych o, i napgzen

tnacych 0,5, korzystajc ze wzoréw dla materiatu nieliniowo spystego
(o=Ae").
Naprzenia normalne dla uproszczenia rozefawyznaczymy pomijajc
wplyw sity osiowej
Unz—lvI M xo!
J(N +1)
X3 =2a
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o = PI(N+2)2" !
11 aS (1_ (_1)N+2 )(2[3N+2 _ 2N+2)

Naprzenie styczne wyliczamy ze wzoru

— ey
O13=
dO(N+1)

gdzie S, = jxs“‘dF - moment statyczny ¢du N czsci przekroju Fo ponad
FO
analizowanym punktent=_2a — szeroké¢ przekroju.

Dla rozwaanego pold, (rys. 7.1d) moment statyczi®; wynosi
!
+ X3 Fo

st Wz

e

Rys. 7.1d

1
i
i
i
i
i
i
i
T
i
T

Sy = 4aTx§ dx, = N4—a [X3N +1]
2a

3a _ 4aN +2

- 3N+1_2N+1
2a N+1 ( )

+1
Wdwczas otrzymamy

o= P(3N+1_2N+1)(N+2)
B ad(N+DA- (DN @V 2 -2N"?)

Aby zaprojektowé przekroj skorzystamy z hipotezy (H-M-H). Wzér na
napezenia zredukowane dla ptaskiego stanu esggrma posta

_ [ 2
Oped. =\ 011 +30153° <0,
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W zwigzku z powyszym ze wzoru
2 2 _ 2
01, +3013=0;

z ktérego po podstawieniu wymh na napgzenia o, i 03 Otrzymamy
réwnanie algebraiczne wzglem grubéci a

PZIZ(N +2)2 p2N-2 .
al 1- (_1)N+2)2 @ BN*2 2N+2)2
3p2 (3N+1 _ 2N+1)2(N + 2)2
a4(N + 1)2 1- (_1)N+2)2 @ N2 — 2N+2)2

— 42
=0,

Pierwiastek tego réwnania jest poszukiwamwartcscia grubcci scianki

przekroju skrzynkowego.
Aby rozwigza® to rownanie zapiszemy je w postaci

aziG+3,82i4—a§ =O‘a6
a a
a®+3p%*-o0ta® =0
gdzie
_ PI(N +2)2N*
(1_ (_1)N+2)(2|:3N+2 _ 2N+2)
I[g_ P(3N+l_2N+l)(N +2)

- (N + 1)(1_ (_1)N+2)(2[3N+2 — 2N+2)
Stosujc podstawieni@’ = t otrzymamy
olt®-3p-a*=0

Jest to rGwnanie stopnia trzeciego typu
bt*+ct?+dt+e=0 gdzie bz 0

Dzielac rownanie przeb i podstawiaic

c
t=v——
"3
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otrzymamy

y*+3py+29=0
gdzie
_3bd-c? . 2 cd e
==z AF ot
3b 27° 3b° b

W naszym przypadku

b=0?
c=0
d=-33
e=-a?
a zatem

3% _al

t=y oraz 3p=—-—5;
Oo
Jest to rGwnanie postaci

2 2
y>+3py+2q=0 gdzie p:—'B_z, q:—a_
O

Wprowadzamy zmianpomocnicz: r =1 |p| gdzieny oznacza (+1) lub
(-1), zgodnie ze znakiem U nasg < 0, tote 7= -1

W analizowanym rownaniu i pierwiastkbw rzeczywistych zate od
znaku wyrénika D = g? + p® oraz znakiyp

4 6
p=2_ -8 & p<o
40, O,

Mozliwe s3 dwa typy rozwazan:

293



4_2 a6
1° Gdy Dzwso i p<0 wtedy istniej 3 pierwiastki
0

rzeczywiste

t=y,=-2r co{%qu

t,=y,=2r cos(60° —%¢J

t, =y, =2r 005(600 +:—13¢j
gdzie

¢= arccos(%j =arccos(a203° ]
r 20

4 _2 6
a“o, -4
0—6>O

2°) Gdy D= i p<0 wtedy istnieje jeden pierwiastek
0

rzeczywisty

1
t, =-2r [eosh =
: r(gqéj

gdzie

W rozwigzaniach praktycznych spotykamy gi drugim wariantem, tzrb >
0ip <0, wktérym istnieje tylko jeden pierwiastek czgwisty.

Poszukiwanp wartas¢ wymiarua wyliczamy ze wzoru

a=nt, gdzie t>0

W rozwigzaniu tym nie uwzgdniono napgzen normalnych od sit
osiowych. Dla dokladniejszego wyznaczania wymiarnaley wzigé¢ je pod
uwag;. Wtedy napgzenie normalneo;; jest sum napgzen normalnych od

dziatania momentow zgingjych i sit osiowych.
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gdzie F =4al6a-2a@a=16a’ - pole przekroju
Woweczas warunek na poszukiwany wymégorzyjmie postéa

(N) (M) 2_ 2
(00, " +0y; ) +30,5 =0,

Stad dla rozpatrywanego przekroju 3 otrzymamy réwnanie

2

PI(N + 2)2"* Py
a3 (1_ (_1)N+2 )(2 EBN+2 _ 2N+2) 16&2
2 (AN+1l _ HN+1\2 2
. 3P2 @ -2V H2(N + 2) 0?20

a4(N + 1)2 (1_ (_1)N+2)2 (2 [3N+2 _ 2N+2)

Dodatni pierwiastek tego réwnania jest poszukigvaielkoscig a.

ZADANIE 7.2.

Obliczy¢ potrzebr grubac¢ srodnika dwuteownika, z ktérego wykonany jest
uklad petowy jak na rys. 7.2a. Materiatl uktadu jest niednb — spezysty

(o= As")

Dane:q,l,A,0,,9="7

Rys. 7.2a

Rozwigzanie:
W podanym uktadzie wyznaczamy reakcje podporowgkiresy (rys. 7.2b)
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7 d a
d 2 e
2
2k ¢; K g1kl ][]
T
- 3ql
i E 2 = 5, =5
1 T 2 1 N 2
Rys. 7.2b

Wymiar g nalezy zaprojektow& na najniekorzystniejszy zestaw sit
wewrgtrznych. S4d do dalszych oblicZe bierzemy warté¢ momentow
zginagcych, sit tgcych i osiowych z przekroju przymiowego narga 3 ze
strony pionowej

3 1
Mmax:qlzl Tmaxziqll Nmax ZEqI

Moment bezwladnii rzedu N+1 potrzebny do pdiejszych obliczé
wyznaczymy ze Wzoru

I(N+1) = [ X dF
F
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Bt X3 oM o™ 4
o o A ] —] = N
I q;' """""""""" N e B A\
4 i
_g SN L S, 2 _________
4 [
g (_1;1 ________________________ _‘--/
o[ H == = J

Rys. 7.2c

ObszarF jest sum trzech podobszarét, F, i F3
F=FOFRUOR
W zwigzku z czym moment bezwitadéw J(N+1) wyliczamy z zalenosci

J(N+1)= jxg‘”dF [>adR, + [ xR, + [ xR,

Fy Fa Fs
Woweczas
[ x*1dF, =39 j XV i, _—[ X738 39 (5N+2 4N*2)
Fy 49
IXN+1dF =g J‘XN+1dX — g [XN+2]4g — gN+3 (4N+2_(_4)N+2)
! 3 2 _493 3 —N +2 -4g —N +2
idr, =3g | e, =20 1rts =39 e gy
£, 5g N +2 N+2
A zatem
_ 39N+3 N+2 _ aN+2 N+3 N+2
.J(N+1)——(5 -4 )+ [47 -
N+2 N+2
( 4)N+2]+ [( 4)N+2 ( 5)N+2]:
g [3[5N+2 3aN*2 4 4N*2 _
TN+2
_ (_4)N+2 + 3|1_4)N+2 _3|1_5)N+2] -
gN+3

N +2 [1_ (_1)N+2](3[5N+2 _ZmN+2)
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Do wyliczenia wymiaréw przekroju potrzebneds nam wartéci napgzen
normalnych i stycznych w najbardziej wybnym punkcie przekroju, tzn. w
punkcie C.

Dla punktu C wyliczymy wielkéci napgzen normalnycho oraz napgzen
tngcych 7w oparciu o wzory dla materiatlu nieliniowo — sjystego
(o=AEN).

Naprezenia normalne dla uproszczenia rozafawyznaczamy pomijag
wplyw sity osiowej

M N
O.. = max__ y
N TOTE
X; =49

o = ql’(N+24" "
11 gN+3[1_ (_1)N+2](3|:5N+2 _mez)
B gl?(N + 2)4™
- gs[l— (_1)N+2](3[5N+2 _mez)

Naprezenia styczne wyliczamy ze wzoru

— Tmax [5\1

.
B dm(N+2)

gdzie S, = jxg‘dF - moment statyczny ¢du N czsci przekroju Fo ponad
FO
analizowanym punktentd = g — szeroké¢ przekroju

Rys. 7.2d
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Dla rozwaanego pold, (rys. 7.2d) moment statyczi®; wynosi

59 N+2
39 N+1|59 39 N+1 N +1
=30 [ X3 dxg =——|x = 5Nt -4
Sy g‘{[gS 3 N+1[3 ]49 N+l( )

Wykorzystupc powyzsze zalenosci otrzymamy

_ 9ql (5" - 4Ny (N +2)
202[1- (-)V*?] BB 2 - 2@V 2) (N +1)

O3

W celu zaprojektowania przekroju skorzystamy z tepg H-M-H. Wz6r na
napezenia zredukowane dla ptaskiego stanu eegdrma posta

_ [ 2 2
Oped. =V 011 +3015° <0,

W naszym zadaniu poszukiwawartas¢ g wyliczymy z réwnania

2 2 _ 2
0y, +3013,=0;

q2|4(N+2)242N N

gﬁ[l_ (_1)N+2]2 (3 mN+2 -2 mN+2)2
243:]2|2(5N+1_4N+1)2(N+2)2 _02 _

494[1_ (_1)N+2]2 (3 [5N+2 _sz+2)2(N +1)2 0

Pierwiastek powyszej zalenoici jest poszukiwagpwartascig wymiarug.
Aby rozwigza® to rownanie sprowadzimy je do postaci

02§+3,829—14—a§ =0 ‘Egﬁ
a® +3B°9g* -04g® =0
gdzie
_ gl?(N +2)4"
- 1- (_1)N+2)(3|:5N+2 _ mez)

ﬂ: gql (5N+1_4N+1)(N +2)
2(N + 1)(1_ (_1)N+2)(3[5N+2 -2 mN+2)

299



Stosujc podstawienig® = t otrzymamy

a’?+3pt-oit’=0 |-
ot®-3pt-a*=0

jest to réwnanie stopnia trzeciego typu
at®*+bt?+ct+d=0 gdzie az0

dzielgc rownania przea i podstawiajc

t=y—3£ otrzymamy  y*+3py+2q= 0
a
gdzie
_3ac-b? _20° bc d
3p= 2 S 0o3 a2z T
3a 27a° 3a° a
W naszym przypadku
a=o;
b=0
c=-34°
d=-qa?
a zatem
2 2
t=y oraz 3p:—3’82; 2q:—a'—2
Oo Og
Jest to rGwnanie postaci
2 2
y*+3py+2q=0 gdzie p=—’3—2, q=- a2
lops 205

Wyprowadzamy zmiergipomocnicz r :q\/m, gdziep oznacza (+1) lub
(-1), zgodnie ze znakiem U nasg < 0, tote 7 = -1
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W analizowanym rownaniu i pierwiastkdw rzeczywistych zate od
znaku wyrénika D = ¢*+p® oraz znakip

4 6
D:—alll—ﬁ—6 za p<O0
40, O,

Woéwczas maliwe s dwa typy rozwazan

a) GdyD = a JO 4’8 <0 i p < 0 wtedy istnigj 3 pierwiastki rzeczywiste
0

L=y, =-2r cos(%¢j

t,=y,=2r co{60° %¢j
1
t, =y, =2r cos(ﬁo" +§¢j
gdzie
a‘o,
arcco =arcco
P {%%)

b) Gdy D:aaz——64,8>o i p<0 wtedy istnieje jeden pierwiastek
O

rzeczywisty
1
t, =—2rcosh =
=-2rcost{ 59|
gdzie
2
_q_ag,
coshyp =— =
==

W rozwigzaniach praktycznych spotykamy i drugim wariantem, tzn. gdy
D > 0ip <0, w ktérym istnieje tylko jeden pierwiastek czgwisty.
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Poszukiwan wartcs¢ g rownania wyliczamy ze wzoru
g =, gdzie t>0

W rozwigzaniu tym nie uwzgddniono napgzen normalnych od sit
osiowych. W celu doktadniejszego wyznaczenia wymianalezy wziaé je pod
uwag. Wtedy napgzenie normalne jest sumnapezenia normalnego od
dziatania momentow zgingjych i sit osiowych.

N M
— (N) (M) — "Nmax max N
a. a. + 0. —Mmax 4~ max
1 1 1 F J(N +1) 3
gdzie

F = 2[3g (&) +8g [§) =14g” - pole przekroju
Woweczas warunek na poszukiwany wymnigorzyjmie postéa
(Ull(N) + 011(M)) +30,5 =0}

Stad dla rozpatrywanego przekroju 3 otrzymamy rGwnanie

2

gl 2(N + 24" ql N

+
g3[1_ (_1)N+2](3BN+2 _2@_N+2) 2892
N 24$2|2(5N+l _4N+l)2(N +2)2 _02 =0
AN +1)%g* - (DN 22 @EBN2 - 2Nz 7P

Pierwiastek tego réwnania jest poszukiwasoktadmn wartdscig wymiarug.

ZADANIE 7.3.

Dla uktadu pgtowego (rys. 7.3a) o przekroju dwuteowym wykonanego
materiatu nieliniowo — speystego (o = Ac" ) obliczy¢ potrzebm grubcé
srodnika dwuteownika
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2l e |

[« >«

A

Rys. 7.3a

Dane:p, |, a=4g, g,
Szukaneg = ?

Rozwigzanie:
W podanym uktadzie wyznaczamy wietkd reakcji podporowych i

wykresy sit wewstrznych (rys. 7.3b)
§ pl 2

3

® PP

Rys. 7.3b
Do obliczer bierzemy wartéci momentow, sit tacych i osiowych w

najbardziej niekorzystnym przekroju z uwagi ha gapnia trgce. Jest nim
przekrdj w narau 2 z lewej strony.
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